APPUNTI DI MATEMATICA

Funzione—> dati gli insiemiX e, si chiama funzione d4in Y un sottoinsiemédel prodotto
cartesiano XxY tale che per ognixX, esiste uno ed un solo elementd Y tale che (x,y)1f.
Funzione - relazione che associa ad ogni elemento del pmsieme, uno e un solo elemento del
secondo insieme.

Dominio di una funzione-> insieme su cui la funzione é definita (valori ¢gh® assumere x)
Codominio di una funzione->» insieme dei valori che la funzione (y) puo assumer

Funzione algebrica> funzione ottenuta attraverso operazioni algebr{gaéinomi).

Funzione trascendente> funzioni esponenziali, logaritmiche e trigonomehig.

Funzione periodica—> funzione i cui valori si ripetono dopo un certteirvallo di tempo chiamato
periodo.

Funzionepari = funzione simmetrica rispetto all'asse y, cioé f&Ed(x).

Funzione dispari—> funzione simmetrica rispetto all’origine, cioexf(= -f(x).

Prodotto cartesiano AxB(si legge “A cartesiano B insieme delle possibili coppie ottenute
prendendo il primo elemento da A e il secondo efémda B.

Una funzione si dice crescente se, presi due pumtix tali che X<x,, si ha f()<f(x>)

Una funzione si dice decrescente se, presi due puabe tali che x<x,, si ha f(3)>f(x>)

Proprieta dei logaritmi e funzione logaritmica y=logx (se 0<a<1)
1) logab-c =logb + log,c

2) logab/c =logb - log, c |

3) logab°=c:log b
log: b y=logx (se a>1)

4) logab = -------
log. a

y=logax 2> & =x

loga X > logy 2 x>y (se a>1) oppure<y (se 0<a<l)

Il dominio delle funzioni logaritmiche si calcolapendo I'argomento maggiore di O e la base
maggiore di Q @iversa da 1. Il codominio é tutto R.

Funzione esponenziale y=¢
Il dominio della funzione’gé tutto R mentre, per quanto riguarda
funzione 4, il dominio & a>0.

Il codominio & sempre R per entrambe le funzioni.

Proprieta dei limiti
1) Se esiste il limite lim f(x) = | per x che tende,a unico
2) Se una funzione ammette un limite ed esso € divdash
allora la funzione ha lo stesso segno del limigxrf@anenza del segno)
3) Se ho tre funzioni tali che f(y(x)<h(x) ed esistono i limiti lim f(x) =1 e lim h(x) £con x
che tende ad un puntg,»allora esiste il lim g(x) =1, con x che tendgoa

Operazioni con i limiti RICORDARE
La sommadi due limiti & uguale alla somma dei loro valori: Cloo =0
lim f(x) =1 e lim g(x) = m-> lim[f(x) + g(x)] = | + m (non vale il viceverga c/0 =0
Il prodotto di due limiti & uguale al prodotto dei loro valori 00/0 = oo
lim f(x) =1 e lim g(x) = m-> lim[f(x) - g(x)] =1 - m (non vale il vicever}a 0/ =0

Il quozientedi due limiti € uguale al quoziente dei loro valor

. ) . . /oo = indeterminata
lim f(x) =1 e lim g(x) = m-> lim[f(x) / g(X)] =1/ m (non vale il viceverga

0/0 = indeterminata
0.0 = indeterminata
c0-00 = indeterminata
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Limiti notevoli , . _
limsenx=1 lim1-cosx=0 lim1l-cosx=1 Ilim({1+)*=e

- -0 - -
xOX X X x0X2 2xoo X

Nel caso si abbia il limite di una funzione poliniafa con x- «, si raccoglie la x di grado piu alto.
Nel caso si abbia il limite di una radice si pupioaalizzare per cercare di eliminare le radici.
In alcuni casi si puo utilizzare il teorema di Ruiff

Continuita di una funzione in un punto
Data una funzione f(x) di dominio D, preso il pumtdlD, la funzione é continua in xg%e:
1) Of(xe), cioé posso calcolare il valore della funzionegn
2) Oed é finito il limite per x che tende g aella f(x), cioé il limite € uguale ad un numefo (
3) I =1(xo . _
Quegte cor(ldi)zioni Si possono riassumere in ulﬂf&g(x) = f(xo)
Se una funzione e continua, si puo calcolare dneatli un suo limite semplicemente sostituendo
alla x della funzione il valore del punto di accuaaione (x).
Una funzione é continua in un intervallo [a,b] gd@a® continua in ogni punto dellintervallo.

Tipi di discontinuita
Se una delle tre precedenti condizioni non & \e&iéi, la funzione presenta una discontinuita in
guel punto. Si distinguono tre tipi di discontirauit
- Se il valore del limite e finito ma diverso a sedarthe si consideri i valori a destra o a
sinistra del punto di accumulazione, la discontanuiene detta dispecie
- Se almeno uno dei due valori del limite (pefx’ e X Xo) vale infinito o non esiste, si ha
una discontinuita di specie.
- Se il valore del limite e diverso dal valore déllazione nel punto di accumulazione, la
discontinuita e dill specie.

Proprieta delle funzioni continue
1) Teorema dell’esistenza degli zeri: se f(x) € cardim [a,b] e il segno di f(a) é diverso dal
segno di f(b), alloralc [ ]a,b[ tale che f(c)=0.
2) Teorema di Weierstrass: se f(x) € continua in [albgra esistono un valore minimo>e
un valore massimo gxtale che f(x)<f(x)<f(x>).
3) Teorema di Bolzano: se f(x) € continua in [a,bpral assume nellintervallo ogni valore
compreso tra il minimo e il massimo.

Derivata di una funzione in un punto-> limite finito, se esiste, del rapporto incremeatdélla
funzione nel punto. Preso éx infinitesimo, € il rapporto tra I'incremento dellunzioneAf, cioe

f(xo+AX) - f(xo), eAx. P(xo) = lim Af(X) = lim  f(xg+Ax)-f(xo)
Ax -0 AX Ax -0 AX

Una funzione derivabile € sempre continua, ma rad@ ¥ viceversa!
La derivata € anche il coefficiente angolare delteyente alla curva.
Una funzione é derivabile in un intervallo se esiatogni punto dell’intervallo il valore della
derivata. Se f(x) & derivabile in xgallora lim Af(x) = f'(xo)

AX -0 AX
Tangente ad una curva in un suo punto
Per calcolare I'equazione della tangente ad unaadarun suo punto Pgy,), si determina il
coefficiente angolare m calcolando la derivata praella curva e sostituendo la x del punto alla
derivata stessa. L'equazione della tangente awrazone y-y=m(X-Xp).

Derivate fondamentali
y=c=>Yy'=0
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y=x=y=1

n

y=Xx'=y=nx

y:&j y':
n3/n

y =SinX = y'=Ccosx

Yy =COSX= y'=-sinx

y=log, x= y'=1 tog, e=
X

x[Ina
1
y=Inx=y==
X
y=a*=y=a"lna
y=e*=y=¢
y=tanx=y' =1+ tan® x
cos X
=Ccotx= y'=-— =—{1+ cot® x
y y serf x ( )
f'(x)
=In f(X)=
y () f(X)
. ! 1
y=arcsinx= y'=
1-x?
! 1
y=arcCcoxX—= y'=-—
1-x?
= arctanx '=
y =Yy 14 %2

zarccotx= y'=-
y y 112

Proprieta delle derivate

La derivata di una somma di due funzioni & ugubdesmmma delle singole derivate:
y=f(x)+g(x)=y'=f'(x)+g'(x

La derivata di una differenza di due funzioni é algualla differenza delle singole derivate:

y= f(x)— g(x):> y'= f'(x)— g'(x)

La derivata di una prodotto di due funzioni & ugualla derivata del primo fattore per il secondo
piti la derivata del secondo per il primp= f (x) [(x)= y'= f'(x) [(x) + f (x) ' (x)

La derivata di un quoziente di due funzioni e uguala derivata del numeratore per il
denominatore meno la derivata del denominator@ pemeratore, tutto fratto il quadrato del

f)_ . F'(rg(x)-f(x)g'(x)

denominatorey = ——<=Yy'=
g(x) [a(x))?

La derivata del reciproco di una funzione e ugaal@pporto tra 'opposto della derivata della
funzione e il quadrato della funzione stes;;a:% = y'=L(X)
glx

[a()]*

La derivata di una costante per una funzione éle@lka costante per la derivata della funzione:
y=cf (x)= y'=cf'(x)
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Punto angoloso> punto di una funzione in cui esistono sia la dgawlestra sia quella sinistra, ma
sono diverse. f{xo) # f' *(Xq)

Cuspide - punto di una funzione continua ma non derivalleui la derivata destra valeote
guella sinistra valecs, 0 viceversa.

Teorema di Rolle=> se una funzione e continua nell’intervallo [addrivabile nell'intervallo ]a,b[
e se f(a)=f(b), allora esiste un punto c appartenaifiintervallo ]a,b[ tale che la derivata della
funzione nel punto c sia uguale a 0.

f(x) continua in [a,b] e derivabile in ]a,b[ e fa)Ef(b) > Oc]a,b[ | f(c)=0

Teorema di Lagrange—> se una funzione é continua nellintervallo [a,ljezivabile
nell’intervallo ]Ja,b[, allora esiste almeno un puintterno all'intervallo in cui la derivata primda
differenza dei valori della funzione negli estrdnatto la differenza degli estremi.

f(x) continua in [a,b] e derivabile in Ja,s3 OcOJa,b[ | f(c)= w

Dimostrazione: g(x)=f(x)+kx, continua e derivabile in [a,b] plgsomma di funzioni continue e

derivabili. Ipotizziamo che g(a)=g(b), percio sra¥(a)+ka=f(b)+kb. Ricavando k, si avra

k= f(b)-f(a) percio la funzione g(x)=f(x) fkb)-f(a) Rato che g(a)=g(b), vale il teorema di
a-b a-b

Rolle, per cuilc O ]a,b[ | g'(c)=0. Calcolando la derivata, g'(Kx)+ f(b)-f(a)

Pongo ora g’(c)=0 per trovare il punto in cui laidata si annulla (Rolle).a-b

f'(c)+ f(b)-f(a) =0, ovvero f'(c)=Hb)-f(a) cheambiando il segno al denominatore, diventa

a-b a-b
f'(c)= f(b)-f(d) C.V.D.
b-a

Massimo assoluto di una funzione> puntox, del dominioD di f tale che f(¥)>f(x), per ogni x
appartenente al dominio.
Minimo assoluto di una funzione—> puntox, del dominioD dif tale che f(¥)<f(x), per ogni x
appartenente al dominio.
Massimo relativo di una funzione—> puntox, del dominioD di f tale che f(¥)>f(x), con x
appartenente ad un intornoxgi
Minimo relativo di una funzione - puntox, del dominioD di f tale che f(¥)<f(x), con x
appartenente ad un intornoxgi
Asintoto > retta che si avvicina alla funzione senza maiddeg¢ ovvero retta tangente all’infinito
della funzione. Esistono tre tipi di asintoti:

- asintoto verticale - quando l'asintoto ha equazione x=k _ lim f(x¢=

- asintoto orizzontale - quando l'asintoto ha equazione y:XIZ «ool1P0) K K

- asintoto obliqguo - quando l'asintoto ha equazione y=mx+q lim, f(x) = oo

Se una funzione é crescente, la derivata primasiiyey viceversa, se la funzione e decrescente, la
derivata prima e negativa. Se la derivata primguale a 0, il punto sara di massimo o minimo.
Dimostrazione: se la funzione é crescente, il rappacrementale sara maggiore di 0 e, percio,
anche il limite del rapporto incrementale, cioédaivata prima. Uguale dimostrazione se la
funzione é decrescente.

Teorema de I'Hopital = nel calcolo di un limite, se si ha un quozienteuil numeratore e
denominatore convergono tutti e due a zero oppurérato, si calcola il quoziente delle derivate
del numeratore e del denominatore. Se esisteitiith questo nuovo quoziente, allora esiste anche
il limite del quoziente originale, e i due limitbso uguali.

Nei punti di massimo e minimo, la tangente allazfane nel punto e parallela all’'asse x.

Se il limite della funzione per x che tende aale un numero finito N, la retta y=N € un asiatot
orizzontale.

Se il limite della funzione per x che tende ad umaro finito N vale infinito, la retta x=N e un
asintoto verticale.

Asintoti obliqui - per trovare I'equazione degli eventuali asintdigui (y=mx+q):
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1) si calcola il valore del M f(x) =m
2) sidistinguono due casi: X
a. se m e finito, m ¢ il coefficiente angolare delirdsto obliquo (si passa al punto 3)
b. se m é infinito, non esistono asintoti obliquigcferma)
3) sicalcola il valore del lim f(x)-mx =g
4) si distinguono due casi’”
a. se g e finito, I'asintoto obliquo esiste ed ha eipEe y = mx + ¢
b. se g e infinito, non esistono asintoti obliqui
Se il limite di una funzione per x che tende alea la funzione é detiafinitesima; se, invece,
tale limite valex, la funzione si dicénfinita .
Confronto di funzioni - per confrontare due funzioni (infinite o infinitewe), si fa il limite per
X — ¢ del loro rapporto. Se il valore del limite:
1) valeo, allora la funzione al numeratore éodidline superiore rispetto a quella che sta al
denominatore;
2) vale unnumero finito diverso da 0, allora la funzione al numeratoreléodtesso ordinali
guella che sta al denominatore;
3) valeO, allora la funzione al numeratore eoddine inferiore rispetto a quella che sta al
denominatore.
Una curva ha la concavita verso l'alto quando rienautta al di sopra della tangente in quel punto.
Una curva ha la concavita verso il basso quandanautta al di sotto della tangente in quel punto.
Flesso~> punto della funzione nel quale cambia la concaWt® essere a tangente orizzontale,
obliquo o a tangente verticale, nel caso in ct@faente nel punto sia una retta orizzontale, ahliq
o verticale.
Se la derivata seconda é positiva, allora la furezioa la concavita verso I'alto. Se la derivata
seconda e negativa, allora la funzione ha la catécaerso il basso. Quando la derivata seconda si
annulla, in quel punto si ha un punto di flesso.
Formula di Taylor - permette di costruire un polinomio che approsdiaralamento di una
funzione, tale che coincide con la funzione in atodpunto e le sue derivate coincidono con quelle
della funzione. Dato un polinomio P(x) e un numej,ce possibile individuare il polinomio
secondo le potenze di (Xg)xLaformula di Taylor é:
P(X) = P(%) + P'(X0)-(X- %) + P"(X0): (- %0)* + P"(X0) -(x-%0)* + ... + B Xo) -(x- %)"
2! 3! n!
Chiamiamo resto (Rn) la differenza tra la funzienépolinomio che la approssima. Il resto
fornisce una valutazione dell’errore che si congastituendo il polinomio alla f(x).
Nel caso di a=0, la formula di Taylor viene chiaafatrmula di Mac Laurin .
La formula di Taylor consente di calcolare i pufitmassimo o minimo relativi di una funzione.
Dalla formula, il polinomio approssimante la funzgosi puo scrivere in questo modo:

f(x) — f(xo) = F(Xo)(X- Xo)+...+ PV Xg) - (X- %)"
n!

Ipotizzando nulle le prime n-1 derivate, si arravacrivere I'equazione seguente:
f(x) — f(xo) = P™ Xo) -(X- %)" trascurando il resto Rn. Percio, il segno dellfespione f(x)-f(x)
n! dipende dal segno di (xg)%e di f'(xo), percio:
- sen e pari- (X- Xo)" &€ sempre positivo, allora
0 se fi(xg)>0 - f(x)-f(x0)>0 - f(x)>f(Xg) — Xo€& un punto di minimo relativo
0 se fi(xg)<0 - f(x)-f(x0)<0 — f(x)<f(Xxo) — Xo& un punto di massimo relativo
(se f'(x0)=0 e ’(Xp)>0 - minimo, oppure, se f’'(P<O0 - massimo)
- se n e dispari, si hanno i seguenti casi:

(X-Xo)"<0 (X-X0)"™>0 Risultato
1(x0)>0 f(x)<f(Xo) F(x)>f(xo) f(x) € CRESCENTE
"(x0)<0 f(x)>f(xo) f(X)<f(xo) f(x) € DECRESCENTE

Se, in uno studio di funzione, trovo un punto inlawerivata prima si annulla, posso determinare
la sua natura (massimo o minimo) calcolando il raftella derivata seconda in quel punto.
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- Sef’(x o) > 0, la concavita e verso il basso e si avramimmo
- Sef’(x ) <0, la concavita e verso l'alto e si avramassimo

Differenziale - prodotto della derivata per I'incremento dellaiabile indipendente: df=f'(x\x.
La definizione di differenziale si ricava dalla ohetione di derivata.
Il differenziale esprime I'incremento della funzenon sul grafico, ma sulla retta tangente.

Dimostrazione:

fls] + F[s) « e ¥ o EP%&&Q&&@ZFW®
s p= 0
fle+ el T 0 f(xo+AX)-f(X0) - F'(Xo) = a(AX) lim a(AX)=0
i ] N AX-0
fix] H AX
Ax f(Xo+AX)-f(X0) = AX-f'(X0) + AX-0(AX) trascurabile
o " R S M 0-0 7
Af(X)=Ax-f' (X o) ovvero il differenziale della funzione
Se f(X)=x> df(x)=dx=1Ax e dx=2Ax = df(xX)=dx-f'(x)
INTEGRALI

Data una funzione continua e derivabile in un wa#o [a,b], si suddivide I'intervallo in n interila
infinitesimi, dati dalla formula h=(b-a)/n. Dopodti&, si prendono i minimi di ogni pezzettino e si
traccia la retta parallela all'asse x, in modo dstiire tanti rettangoli, la cui area vale h-ba
somma delle aree dei rettangoli cosi costruijigpprossima per difetto I'area della parte di pian
sottesa alla funzione. Se, anziché i minimi, shdessero i massimi di ogni pezzettino, la somma
dei rettangoli (§ approssimerebbe per eccesso I'area della papianid sottesa alla funzione.
Dato che ge S, sono classi contigue, tra di esse vi € un elemsgparatore, chiamatategrale.
Integrale indefinito - insieme delle infinite primitive della funzioneedifferiscono tra loro per

il valore di una costante c.

Integrale definito > rappresenta I'area della parte di piano compmeska funzione, I'asse x e gli

estremiae t?zlaﬂ")dx Un integrale definito si calcola trovando la ptira F(x) del
corrispondente integrale indefinito e poi faceraldifferenza tra F(b) e F(a) (dimostrato di seguito

Teorema della media
Se f(x) & continua in [a,b] e derivabile in Ja,dllora COc O Ja,b[ |[2f(x)-dx = (b-a)-f(c).
Dimostrazione: dato che ogni minimo relativo € compreso tra iimio assoluto e il massimo
assoluto, si puo scrivere che m-h4mM-h e anche n-m-h<®-M-h. Dato che h=(b-a)/n, si puo
scrivere (b-a)-m<s(b-a)-M. Calcolando i limiti per s «, diventa (b-a)-mk’ f(x)-dx<(b-a)-M.
Siccome f(x) € continua, assumera tutti i valomgoesi fra il minimo e il massimo, e quindi anche
[2(x)-dx. Percid, esisterd un c tale che f(ghX(x)-dx e ciodl,°f(x)-dx = (b-a)-f(c) C.V.D.

b-a b-a
Teorema di Torricelli
Se f(x) & continua nell'intervallo [a,b], allorafianzione integrale F(x)& f(t)-dt & una funzione
derivabile in [a,b] e si ha che F’(x)=f(x) per ognil [a,b]. Questo teorema ¢ il teorema
fondamentale del calcolo integrale in quanto peterditcollegare il calcolo differenziale a quello
integrale.
Dimostrazione:
F(x)= lim FE(x+Ax)-F(x) #m [ f(6)-dt - [ f()-dt  lien [ f(t)-dt + [ f(E)-dt - [ f()-dt =

Ax -0 AX AX -0 AX AX -0 AX

_lim [ () dt
°  Ax

- AX-

= dato che b-a=#x-x=Ax, applico il teorema della media f(&) = [, f(t)-dt

- EEJ_(_)_CA'XAX = lim f(c) = quandAx -0, c-x perché x<c<xax = lim f(c) =f(x) C.V.D.
AX-0 ox
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Proprieta formali
[2(x)-dx = 4,2f(x)-dx 2f(x)-dx = 0 [2(x)-dx =[Lf(x)-dx +[Lf(x)-dx con ¢ Ja,b[

Corollario:  [2f(t)-dt = F(b) — F(a)

Dimostrazione:

Poniamo F(x) 5.*f(t)-dt e sostituiamo a x prima I'estremo b e poViene che F(b) £’ f(t)-dt e
che F(a) 9.2(t)-dt = 0 dalla seconda proprieta formale. Facdadiifferenza tra le due diventa
F(b) — F(a) 922 f(t)-dt —[2f(t)-dt, ovvero F(b) — F(a) & f(t)-dt C.V.D.

F(x) e una primitiva della funzione f(x). Una fuamk, tuttavia, puo avere infinite primitive, che
differiscono tra loro per una costante. Un integiatlefinito ha, percio, infinite soluzioni.

Proprieta degli integrali
[k-f(x)-dx = klf(x)-dx [f(x)-dx=F(x)+c elg(x)-dx=G(x)+c> [[f(x) £g(x)]-dx = F(x}G(x)+c

Calcolo delle aree
In generale, I'area della parte di piano sottesaradcurva si calcola facendo I'integrale definito
dellequazione della curva, calcolato negli estreonisiderati. Tuttavia, a seconda che la curva stia
sopra o sotto I'asse X, il segno dell'integrale beanNel dettaglio, si distinguono i seguenti casi:

- f(x)>0 Ox O [a,b] - S =["f(x)-dx

- f(x)<0 Ox O [a,b] — S = 4f(x)-dx

- f(x)>0 Ox O [a,c[ e f(x)<00x O ]c,b] - S =JF(x)-dx —JPf(x)-dx
Nel caso in cui la parte di piano di cui calcolbaeea sia compresa tra due curve f(x) e g(x) usi p
dimostrare che la formula di calcolo dell’area inpee: S 3.7[f(x)-g(x)]-dx posto che f(x)>g(x).
Nel caso in cui uno dei due estremi non appartahgaminio (cioé la funzione non sia continua
nell'intervallo [a,b]), si calcola il limite per &he tende a quell’estremo dell'integrale definita@ui
I'estremo chél al dominio (b) viene sostituito congbdn questo caso, si parlaidiegrale
generalizzato

Se WID: [2f(x)-dx = lim [2>*(x)-dx Se bw: [7f(x)-dx = Ii;n [226(x)- dx
e-0 ]

Integrazione di funzioni razionali
Si possono distinguere vari casi, i piu importaotmo: kK -dx

- integrale del logaritmo naturale. quando si ha un integrale del ti&o(@) , la

soluzione &K Injax+b| +c (attenzione, il denominatareedessere di primo grado!)
a

- integrale di una frazione con denominatore di gra{dgj(x_a 5 -dx, la soluzione si ottiene

)

trasformando la frazione in potenza con esponesgativo (-n) e diventzak—'(XJ’—""IEJ’C
(Ricordiamo chéx" = X™"¥/(n+1)) e

- integrale di un’arctg— nel caso in cui si abbJ.alTsz‘ , la primitivele arctg x + c(notiamo
che, in questo caso, il denominatore € irriduc)bile

- integrale di un logaritmo con argomento di grade-nnel caso si abbia il denominatore di
grado n e il numeratore di grado n-1 e nel caswinl numeratore sia la derivata del
denominatore, la primitiva risulta essere il logao naturale del denominatore;
esempiof2x/(X*+5) = In(¥+5) + ¢

- integrale di una frazione con denominatore irrichit@ — nel caso si abbia il denominatore
di grado n e il numeratore di grado n-1, si impdsiguazione A(derivata del denominatore)
+ B = numeratore, si risolve e si trovano i vale B, dopodiché la frazione si puo
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scomporre; esempif(3x+1)/(>}¢+5x+7), si imposta A(2x+5) + B = 3x+1, si trova A32

B=-7/3 e sirisolve l'integrale in cui, al posto3k+1, si avra 2/3(3x+1)-7/3...

- integrale con il denominatore riconducibile all'dgs— nel caso il denominatore sia di
secondo grado irriducibile, o si puo trasformaedianforma X + k (con x che pud essere
anche un’espressione) e risolverlo con il metodbedetg (ricordarsi delle derivate delle
funzioni composte!)

- integrale con il denominatore riducibile nel caso si abbia il denominatore riducibile
tramite la formula della somma-prodotto (ad és5x+6), I'integrale si risolve
scomponendo il denominatore (in questo caso, 2)(x-3)) per poi impostare I'equazione

procedendo poi al calcolo del mcm e allimpostaeidel sistema

A+B=_1 _ percalcolare A e B (diventa A(x-3) + B(x-2), pailcoli, poi i

x-2  x-3 (x-2)(x-3) raccoglie la x e si pone il coefficiente della uate a O e il termine

noto uguale a 1). Nel caso in cui si abbia, al denatore, due

polinomi uguali, ma di grado diverso (es. x-2 &}, si deve
impostare I'equazione a fianco, con una letteraoger
denominatore diverso!

- integrale con il denominatore riducibile usando ff- nel caso in cui il denominatore
sia un polinomio che si annulla per x=a, si puagoorre il polinomio nel prodotto di due
polinomi tramite la regola di Ruffini...

- integrale con numeratore di grado maggiore o uguwi@édenominatore» in questo caso,
si puo utilizzare la divisione tra polinomi perastere un polinomio quoziente Q(x) da
integrare a parte e un polinomio resto R(x), clilr@mtegrato assieme al polinomio
divisore D(x); in pratica, I'integrale original@(x) diventerdQ(x) +[R(x)/D(x).

Integrazione per sostituzione> per risolvere gli integrali attraverso questo ndetsi sostituisce

ad un’espressione in x un'altra espressione isi t&asforma il dx in dt, moltiplicando il tutto pk&

derivata della nuova espressione. Una volta traeageluzioni, si deve tornare a sostituire
all’espressione in t, quella in x, per avere I'amme delle primitive che si cercava.

Integrazione per parti > nel caso si abbia un prodotto di due funzionirdagrare in cui una non

e la derivata dell’altra, si puo procedere all'gri@zione per parti, considerando una come f'(x) e

una come g(x). La formula risolutivgf&x)-g(x)-dx = f(x)-g(x) -[f(x)-g’(x)-dx. Nel caso in cui ci si

blocchi nel calcolo, provare a ripartire considel@acome f'(x) la g(x) e come g(x) la f'(x)!

Dimostrazione:

DIf(x)-g(x)] = f(x)-g'(x) + g(x)-F(x) > f(x)-g'(x) = D[f(x)-g(x)] - 9(x)-F(x) > Jf(x)-g’(x) =

[D[f(x)-g(X)] - lg(x)-f(x) ricordando che I'integrale di una deriga uguale alla funzione stessa, si

ha-> [f(x)-g'(x) = f(x)-g(x) -Jg(x)-f(x) C.V.D.

A+ B= 1
X-2  (x-2f (x-2f

Volume dei solidi di rotazione

Nel caso in cui si facesse ruotare un’area intathiasse x (o all’asse y) e si volesse calcolare il
volume del solido cosi ottenuto, chiamato appuntiis di rotazione, basterebbe calcolare
l'integrale definito della funzione al quadrato eltiplicare il risultato per pi-greco. In lettere,
diventa V[, 2f(x) - dx

Nel caso in cui I'area fatta ruotare sia la partgi@no compresa tra due curve, il volume del solid
cosi ottenuto sarebbe Y£°f(x)2-dx -m-/ g(x)>dx con f(x)>g(X).

Metodi numerici
| metodi numerici vengono usati per trovare i tigtildove non si riuscirebbe a farlo con il metodo
classico. Nel caso degli integrali, se I'espressierroppo complessa, si puo ricorrere a questi
metodi per trovare il risultato. Esistono diverstodi numerici:
- metodo dei rettangoli- nel calcolo dell’area, anziché prendere massimiremi della
funzione, prendo il rettangolo di base h e altgzaaal valore di sinistra dell’intervallo: in
questo modo, la formula diventdf(x) = hy; con i che varia da 0 a n-1 (con n = numero
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degli intervalli); in alternativa, si puod scegliateprendere come altezza i valori di destra
dellintervallo: in questo caso, la formula diveff(x) = h-Yy; con i che varia da 1 a n.

- metodo dei trapezi (di Bézout) in questo metodo, si prendono i trapezi formalledaase,
dall'altezza fino al valore sinistro dell'intervalldall’altezza fino al valore destro e dal
segmento che unisce gli estremi dell'intervalla, feemare tanti trapezi; la formula di
risoluzione divent&f(x) = h/2 - (y+2y1+2yo+ ... +2¥n-1+Yn).

- metodo delle parabole (di Cavalieri-Simpsen)n questo metodo, l'intervallo [a,b] deve
essere diviso in un numero pari di intervallininoge punti consecutivi (estremi degli
intervalli) si fa passare una parabola e se nedgren pezzo; la formula risolutiva diventa
[2f(x) = N/3 - [y+A(Yi+yst... )+ 2(YarYat ... +Yn2)+Yn)

Funzioni in due variabili

Sono funzioni che si rappresentano in un grafit@ @imensioni e che dipendono da due incognite.
z = f(x,y) € una funzione in due variabili!

Per calcolare il dominio di una funzione di dueiakbiti, si procede nel solito modo, mettendo a
sistema i domini delle varie funzioni. Tuttavia,qunesto caso, i domini non saranno formati da
intervalli, ma da funzioni (curve, rette, ...). llmdnio sara formato dalle parti di piano comuni.
Per gquanto riguarda le derivate, nelle funziorduk variabili si parla di derivate parziali. Questo
perché, essendo in tre dimensioni, si avra un piangente alla curva, non piu una curva. Per
calcolare la derivata prima rispetto a x (che dida con Zy) si considera x come variabile e y
come costante (percio, la derivata di 2xy, ad esgney), mentre per calcolare la derivata prima
rispetto a y (4)) si considera y come variabile e x come costaitehe le derivate successive
saranno parziali, percio si avra,Z'cioe la derivata rispetto a x della derivata prinspetto a x,
2"y, Z"yx Z7yy. Per quanto riguarda le funzioni derivabili e tla@no la derivata seconda continua,
Z"yy e Z"y sono uguali! Ricordiamo che le derivate seconatanino informazioni sulla concavita
della curva.

Per cercare i massimi e i minimi della funzioneydiaione necessaria € che le due derivate prime
parziali siano uguali a 0, ma non sufficiente pérpbtrebbe esserci un punto di flesso. La
condizione sufficiente & che I'hessiano (H xAff"yy — ',y f"yx) sia maggiore di 0. Inoltre, sefe
maggiore di 0, si ha un minimo, se, invece, &€ narr0, si ha un massimo.

Se I'hessiano € negativo, si ha un punto di s8kaH=0, non si ha nessuna informazione.

Per calcolare il volume del solido costruito swnm, lo si divide in tanti parallelepipedi. Il vohe

del solido & uguale all'integrale doppio della fiome in due variabili. V f(xy)-dx-dy

Integrale doppio = fornisce la misura del volume del solido compriada funzione e il piano
contenente il suo dominio

Per risolvere un integrale doppio, si utilizzanddenule dello sdoppiamento, che riportano |l
calcolo dell'integrale doppio al calcolo di duedgtali semplici. Le formule di sdoppiamento
variano a seconda che il dominio D sia normalectigpa X 0 rispetto a y.

Dominio normale rispetto a x — delimitato dalle rette x=a e x=b e dalle curve (Gte y=g(x)
Dominio normale rispetto a y - delimitato dalle rette y=c e y=d e dalle curve(yFe x=s(y)

Con a,b,c,d costanti e g(x), h(x), r(y), s(y) fordicontinue.

Formula di sdoppiamento con D normale rispetto a x- [[f(xy)-dx-dy =[a[[n®™f(xy)-dy]-dx
Formula di sdoppiamento con D normale rispetto a y- [[f(xy)-dx-dy =["[Jiy)**¥(xy)-dx]-dy

Nel caso di un dominio normale sia rispetto a xisjgetto a y, si puo scegliere arbitrariamente
guale formula di sdoppiamento applicare.

Nel caso in cui, dopo lo sdoppiamento, gli inteigrpbaiano a variabili separate, cioe sia possibile
dividere la x dalla y, si puo portare fuori daltégrale piu interno I'espressione che contiene kolo
variabile per cui non sto derivando. Percio, deihezione € a variabili separate, diventa:

[ff(xy)-dx-dy =fh(x)-dx - [k(y)-dy
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Calcolo degli zeri di una funzione

Puo capitare di dover risolvere un’equazione congda funzioni di natura diversa (ad esempio,
una funzione trigonometrica e un polinomio, 2x+9ehxquesto caso, si possono usare dei metodi
per approssimare I'andamento della funzione eantignlare, per trovare gli zeri della funzione. In
ognuno dei tre metodi, si deve scegliere un interya,b] in cui si € sicuri che c’e uno zero della
funzione. Per assicurarsi che I'intervallo sceltocorretto, si deve verificare che il segno d) K
diverso dal segno di f(b). | metodi da noi studsatno tre:

- metodo dicotomico: la prima approssimazione si calcola facendo ldianga i due estremi
x1=(a+b)/2 per le approssimazioni successive, si sostituiged’estremo in cui il valore
della funzione in quel punto ha lo stesso segnia digh), dopodiché si riapplica la formula;

- metodo delle corde: la prima approssimazione si calcola applicando la a-f(b) - b-f(a)
formula a lato; per quanto riguarda le approssiorazsuccessive, s x1= f(b) — f(a)
calcola f(x) e si sostituiscepall’estremo in cui la funzione calcolata
in quel punto ha lo stesso segno di)(x

- metodo delle tangenti: in questo metodo si deve determinare I'estremtedeare fisso e
guello da far variare per restringere I'intervalper farlo, si calcola il valore della funzione
e della derivata seconda in ognuno dei due esti@siremo in cui la funzione e la derivata
seconda hanno lo stesso segno € quello da clanaizicercare il valore approssimato; la
formula e la seguente;=xo —f(x;)  Per quanto riguarda lecagjimazioni successive, si
calcola la funzione in x0 e, #i(x;)  seconda del segjrsmstituisce xal primo o al
secondo estremo, per poi reiterare.

Equazioni differenziali

Un’equazione del tipo: F(x,y,y",Y",...§)=0 nella quale figurano la variabile indipendextéa
funzione incognita y ed alcune delle sue primeniveee viene chiamata equazione differenziale di
ordine n (n e I'ordine piu elevato della derivalee compare nell’equazione).

Un’equazione differenziale puo essere di divepsi(tineare, a variabili separabili, ecc.), ognuno
con un metodo diverso di risoluzione.

Teorema di Cauchy->se la funzione f(x,y) e la sua derivata parzialgosoontinue nei punti
interni ad un certo dominio D del piano xy e s&&Yo) € il punto interno a D, allora 'equazione
differenziale ammette una ed una sola soluzione(¥)=definita in un certo intorno dipxper la
quale risultip(x)=Yo. In pratica, per il puntodlXo;yo) passa una ed una sola curva integrale. Nel
caso di equazioni differenziali del secondo ordiheunto R sara definito da tre puntb®o;Yo;Yo')
e la funzione f(x,y,y’) dovra essere continua asgi@lle sue derivate parziali prime e seconde
(Y xxs --)-

Le equazioni differenziali dgdrimo ordine sono in forma normale quando si presentano nella
scrittura y'=f(x,y). Possono essere di due tipi:

- avariabili separabili: in questo caso, I'equazione si presenta nelladéoy’=h(x)-g(x); per
risolverla, si trasforma y’ nel rapporto dy/dx (pedefinizione di derivata), dopodiché si
isola la funzione y da una parte e la funzionelkalima, con i relativi differenziali; non
resta ora che fare 'integrale da tutte e due t& paliventajdy/g(y)3h(x)dx + c.

- lineari: 'equazione € di primo grado rispetto a y e rigpa y’ e si presenta nella forma
y'+f(X)y=g(x). La formula per trovare lintegralesgerale & y=&%.[[d®%™.q(x)dx+c].
Dimostrazioneconsideriamo g(x)=0, percio y'+f(x)y=0 che e aighili separabili;
dy/dx+f(x)y=0 che, risolvendola, divenidy/y=-[f(x)dx + ¢, ovvero Iny=H(x)dx + Inc
(Inc=c), quindi y=c-&®%,

Poniamo ora y=u-v, di cui calcoliamo la derivatawtv+uv’; sostituiamo questa alla prima
equazione, e si ha u'v+uv'+f(x)-uv=g(x) che, radeagdo, diventa u'v+u(v'+f(x)v)=g(x);
poniamo la parentesi uguale a 0, e rimane u'v=g¢ite) e a variabili separabili e diventa
w=g(x)- Lv=g(x)-&¥% infine, calcoliamo lintegrale e diventa [g£9%. g(x)dx+c. C.V.D.
Le equazioni differenziali dedecondo ordinesono in forma normale quando si presentano nella
scrittura y"=f(x,y,y’). Le equazioni da noi trateasono di tipo lineare e si suddividono in:
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lineari omogenee a coefficienti costanti: si presentano nella forma ay’+by’+cy=0;
l'integrale generale ha forma ygg+cyy2, dove y e y» sono le soluzioni dell’equazione; per
trovare y e ¥, si puo dimostrare che esse sono anche le soliian’equazione chiamata
equazione caratteristica, che ha la fortk@bA+c=0. Una volta risolta I'equazione
caratteristica, si hanno tre casi:

o A>0-> 2 soluzioni reali diverse, B > y:=e™; y,=e**

0o A=0-> 2 soluzioni reali coincidenti=p = y;=€; y,=xe™

0 A<0-> 2 soluzioni complesse coniugaieip = y;=e"*serpx; y,= € coP3x
lineari non omogenee a coefficienti costanti: si presentano nella forma ay’+by’+cy=f(x); la
forma dell'integrale generale/generalefgenerale del’omogenea associdpatticolare; a
seconda della tipologia di f(x), cambia il metodmiutivo:

o f(x) polinomio di grado nper prima cosa, calcolo le soluzioni dell’'equagio

omogenea associata, che si ottiene ponendo f(K)gfodiché, imposto il calcolo
per il polinomiod(x), che deve essere di grado n (o di grado n#leequazione
non compare lay, malay’). Ad esempio, un polirmdi grado 1 avra equazione
¢d(x)=ax+b! Dopodiché, si calcolano derivata primseeonda del polinomio e le si
sostituiscono alle y, y’ e y” della funzione origle; poi si mette a sistema a uguale
al coefficiente corrispondente nella f(x) e b uguall termine noto della f(x). Una
volta ricavati a e b, costruisco l'integrale pastare sostituendoli al polinomig(x)
e lo sommo all'integrale generale dell’equazioneoganea associata, trovando cosi
l'integrale generale dell’equazione differenziateebre non omogenea!
f(x) esponenzialén questo caso, f(x) & del tipo ReUna volta trovate le soluzioni
dell’equazione caratteristica, si distinguono tsic

* o non & soluzione dell’equazione caratteristea (x)=ke™

* o & una soluzione dell’equazione caratteristied (x)=kxe™

* a e soluzione doppia dell’equazione caratteristica (x)=kx
Per determinare Kk, si calcolano le prime due de&idad(x) e si sostituiscono
all’equazione originale, risolvendola e trovandwalore di k.
f(x) trigonometricain questo caso, f(x) € del tipo pserqcosox. Una volta trovate
le soluzioni dell’equazione caratteristica, siidigtiono due casi:

* j® non é soluzione dell'equazione caratteristie# (x)=Asenox+Bcosnx

* jo e soluzione dell’equazione caratteristi2ap (x)=Axsenvx+Bxcosnx
In seguito, si calcolano derivata prima e secondg>d, si sostituiscono
all’equazione originale e si trovano A e B nel snihodo (sistema). Infine, si scrive
I'integrale generale dell’equazione differenziatdla forma y=gy;+Cy,+¢(X).

2_0X
(S)
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